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TÓM TẮT:

Bài viết nghiên cứu việc ứng dụng bất đẳng thức biến phân trong bài toán cân bằng kinh tế, 
nhằm thiết lập các kết quả tồn tại và tính duy nhất mới của các bài toán bất đẳng thức biến phân 
hỗn hợp theo các giả định chung và trình bày mô hình cân bằng kinh tế cạnh tranh hoàn hảo đáp 
ứng các giả định này. Từ kết quả nghiên cứu, bài viết phát triển các phương pháp giải hiệu quả cho 
các bài toán cân bằng kinh tế.

Từ khóa: bất đẳng thức biến phân, cân bằng kinh tế, điểm cân bằng.

1. Đặt vân đề
Các bất đẳng thức biến phân (Variational 

Inequalities) được biết đến là một công cụ rất hữu 
ích để xây dựng và khảo sát các vân đề cân bằng 
kinh tế khác nhau. Đặc biệt, chúng cho phép người 
ta thu được các kết quả tồn tại và duy nhất 1 
nghiệm và xây dựng các phương pháp giải lặp để 
tìm điểm cân bằng. Các kết quả chung nhất được 
thiết lập cho trường hợp ánh xạ chi phí của bất dâng 
thức biến phân tương ứng là nhiều giá trị. Đồng 
thời, công thức đơn giá trị cho phép người ta đơn 
giản hóa các câu lệnh quan trọng và suy ra các kết 
quả này so với các công thức trong trường hợp đa 
giá trị. Đây cũng là trường hợp xây dựng các 
phương pháp giải lặp. Tuy nhiên, một công thức 
như vậy bao hàm 1 lớp hẹp các vấn đề cân bằng 
trong kinh tế học.

Bất đẳng thức biến phân thông thường thừa 
nhận nhiều sửa đổi và mở rộng khác nhau về 
nguyên tắc cũng có thể được áp dụng cho các bài 
toán cân bằng kinh tế. Bài toán bất đẳng thức biến 
phân hỗn hợp (Mixed Variational Inequality) là đi 
tìm một điểm X* ễK sao cho:

[F(x*), X - X*] +f(x) -f(x*) >0, VxeK (1.1)
Trong đó, K là 1 tập lồi, khác rỗng trong không 

gian Euclide thực Rn, F:V - R.” là 1 ánh xạ, f:V —> Rn 
là 1 hàm lồi, nhưng không nhất thiết phải khả vi và 
V là 1 tập con khác rỗng của R.n sao cho Kc V.

Vân đề (1.1) ban đầu được Lescarret và 
Browder xem xét liên quan đến nhiều ứng dụng 
của nó trong vật lý, toán học và sau đó được nhiều 
tác giả nghiên cứu. Nó trở thành bất đẳng thức hiến 
phân thông thường (đơn giá trị) nếu f = 0 và bài 
toán tối ưu hóa lồi thông thường nếu F s 0. Vì vậy, 
nó có thể được coi là một vân đề trung gian giữa các 
bất đẳng thức biến phân đơn giá trị và đa giá trị. 
Hầu hết các công trình theo truyền thống dành cho 
trường hợp F sở hữu một số thuộc tính đơn điệu 
mạnh nhất định, cho phép người ta đưa ra các kết 
quả tồn tại và duy nhất khác nhau cho vân đề (1.1) 
và đề xuất các phương pháp giải khác nhau. Tuy 
nhiên, các thuộc tính này có vẻ quá hạn chế đôì với 
các ứng dụng kinh tế, khi sử dụng các điều kiện tính 
đơn điệu. Vì lý do này, chúng tôi sẽ xem xét vấn đề 
(1.1) dưới các giả thiết khác. Cụ thể, chúng tôi sẽ 
giả sử rằng ánh xạ chi phí F sở hữu các thuộc tính 
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kiểu p, K được xác định bởi các ràng buộc kiểu hộp. 
Từ đó chúng tôi đưa ra các kết quả về sự tồn tại và 
tính duy nhất mới cho (1.1) theo các giả định yếu 
hơn về F phù hợp với các ứng dụng kinh tế của nó.

Một số ký hiệu và định nghĩa: X +
Cho X = (xị, x2, ..., xn) eR”,
X > 0 (tức là Xj > 0, Vị)
R”+= { X e R”|x>0}
Rn> = { X e Rnj X > 0}

Với: In là ánh xa đồng nhất trong R”; mỗi tập E, 
ri(E) là họ tất cả các tập con của E; ổf(x) là vi phân 
dưới của hàm f tại x:

àf(x) = {g G IRVỜ) -f(x) ^(g,y- x), Vy e IB"
Định nghĩa 1.1. Cho Ư là tập lồi trong Rn. Hàm 

f:U—>R được gọi là:
a) Lồi mạnh với hằng sốT > 0 nếu mọi Up u2 eU 

và ầg[0; 1], ta có:
/(Âu/ + (7-Ấ)«2XV(«y)
+ (1 - Ằ)f(u2) - Õ,5tẤ(1 - Ả) lluy - u2\\2

b) Lồi chặt, nếu mọi Up u2 e u, Uj * u2, 
À e (0; 1), ta có:

/(^ + (1 - Ả)u2) < M(Uj) + (1 - Ả)f(u2)
c) Lồi nếuupU2 e u, Âe[0;l l.tacó:
f(ẦUj + (1 - Ả)u2) <2f(U1) + (1 - Ả)f(u2)
Hàm số f: u —> R được gọi là lõm (lõm chặt, lõm 

mạnh với hằng số T > 0) nếu hàm -f là lồi (lồi chặt, 
lồi mạnh với hằng số T > 0).

Định nghĩa 1.2. Giả sử là một tập con lồi trong 
không gian Rn. Hàm F: u —> R” được gọi là:

a) Đơn điệu mạnh trên K nếu tồn tại s > 0 sao 
cho:

(qF(x) - F(y), x-y)> <5llx-yll2 Vx,y eK
b) Đơn điệu trên K nếu:
(qF(x)-F(y),x-y)>0Vx,y eK
c) Đơn điệu chặt trên K nếu:
(qF(x) - F(y), x-y)>0 Vx,y eK,x*y
Định nghĩa 1.3. Một hàm f: u —> R là:
a) lồi khi và chỉ khi ỡf là đơn điệu
b) lồi chặt khi và chỉ khi ổf là đơn điệu chặt
c) lồi mạnh với hằng số T > 0 khi và chỉ khi ổf là 

đơn điệu mạnh với hằng sốT > 0
2. Mô hình cân bằng kinh tế
Trong phần này, chúng tôi trình bày ngắn gọn 

mô hình cân bằng kinh tế có thể được xây dựng 
dưới dạng bất đẳng thức biến phân (1.1). Lưu ý 

rằng mô hình liên quan đến khả năng người sản 
xuất thay đổi công nghệ sản xuất.

Mô hình cân bằng Walrasian. Chúng tôi coi 
một cấu trúc thị trường với sự cạnh tranh hoàn 
hảo. Mô hình kinh doanh n mặt hàng. Khi đó, với 
một vectơ giá p e Rn+, chúng ta có thể xác định 
giá trị E(p) của ánh xạ dư cầu E: Rn+ n(R.n) 
nói chung là đa trị. Theo truyền thống một vectơ 
p* e Rn được cho là một vectơ giá cân bằng nếu 
nó giải quyết vấn đề sau:

p* >0, 3q* eE(p*): q* <0, (qp*, q*)= 0
Điều này tương đương với bất đẳng thức biến 

phân:
Tìm p* > 0 sao cho: 3q* e E(p*), 

(-q*, p-q*)>0 Vp>0
Bây giờ, chuyên biệt hóa mô hình của chúng 

tôi từ mô hình rất chung chung này. Đầu tiên, 
chúng tôi giả sử rằng, mỗi mức giá của hàng hóa 
tham gia vào cấu trúc thị trường có giới hạn dương 
thấp hơn và có thể có giới hạn trên. Theo đó, các 
mức giá khả thi được giả định nằm trong hộp được 
xác định bởi:

71
-Ị>

i=l
Kị = {t e R|o < T- < t < t" < +00}, 

i = (2.1)
Tiếp theo, như thường lệ, ánh xạ dư cầu được 

biểu diễn như sau: E(p) =D(p)~ S(p)
Trong đó, D và s lần lượt là ánh xạ cầu và cung. 

Chúng tôi giả sử ánh xạ cầu là đơn trị và đặt F = -D. 
Khi đó, bài toán tìm giá cân bằng được xây dựng 
như sau: tìm p* e K sao cho:

ELv* G s (p*),(G(p*),p -p*)
+ <5*,p-p*)>0 Vp 6 K (2.2)

Ngoài ra, chúng tôi áp đặt điều kiện rằng mỗi 
nhà sản xuất cung cấp một loại hàng hóa duy 
nhất. Điều kiện này dường như không quá hạn 
chế. Rõ ràng, không có gì mất đi tính tổng quát khi 
giả sử rằng mỗi nhà sản xuất thứ j cung cấp hàng 
hóa thứ j duy nhất, j - 1, ..., n. Khi đó, cho trước 
vectơ giá p 6 R“+, ánh xạ cung có dạng s (/?*) = 
n"=i Sị (PiỴ). Tiếp theo, khá tự nhiên khi giả sử 
rằng mỗi Sị là đơn điệu, nhưng không nhất thiết là 
đơn trị, tức là Sp R+ —> n(R), i = 1,n. Trên thực 
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tế, những giả định này khá chuẩn ngay cả đối với 
ánh xạ cung, ơ đây, chúng có nghĩa là cung riêng 
lẻ không giảm theo giá và tồn tại các mức giá ngụ 
ý nhiều hơn 1 giá trị sản xuất tối ưu, những mức 
giá này được coi là điểm chuyển đổi giữa các 
công nghệ sản xuất khác nhau.

Theo các giả thiết trên, mỗi ánh xạ cung là vi 
phân dưới, tức là, Sj = ỡfj, trong đó fjĩ R+ -> ri(R), 
j = 1,..., n là 1 hàm lồi. Do đó (2.2), (2.1) của chúng 
ta được viết lại như sau:

Tìm p* e K, sao cho:

Bsf GSj(p*),i = 1, ...,n;(F(p*),p-p*) 
n

+ ^5i‘(pi-pỉ-)>0Vpe/c (2.3) 

i = l
Hoặc tương đương:

(F(p*),p — p*)

+ ^[/i(pi)-ri(pl’)]>OVpeZi (2.4)

Tuy nhiên, vấn đề này không gì khác (1.1). Hơn 
nữa, chúng ta có thể sử dụng cùng một vấn đề (2.4) 
để mô hình hóa trường hợp tổng quát hơn, trong đó 
cấu trúc thị trường liên quan đến người tiêu dùng bổ 
sung với ánh xạ cầu hàng hóa đơn lẻ không tăng. 
Khi đó, Sj đóng vai trò như 1 ánh xạ dư cung một 
phần cho hàng hóa thứ i.

3. Sơ bộ kỹ thuật
Trong phần này, chúng tôi nhắc lại một số định 

nghĩa và đưa ra một số tính chất sẽ được sử dụng 
trong nghiên cứu tiếp theo của chúng tôi. Chúng tôi 
xem xét (1.1) theo các giả định sau:

GT1: F: V —> Rn là ánh xạ liên tục và V là tập 
con lồi của Rn+

GT2: f(x) = (Xj), trong đó,/;-: R+ ->R là
hàm lồi, liên tục với Vị = 1,2,..., n

GT3: K là 1 tập hợp giới hạn hộp, nghĩa là:
n

*-rK
i=l

Trong đó: Kị = {t e Rloq < t < Pj),
[cq, Pị] G [0, + 00] với mọi i = 1,..., n

Định nghĩa 3.2. Một ma trận A cấp n*n, được 
gọi là:

a)P-ma trận nếu nó có các phần tử chính dương 
b) Pq - ma trận nếu nó có các phần tử chính 

không âm
c) z - ma trận nếu nó có phần tử ngoài đường 

chéo không âm
d) M -ma trận nếu các phần tử ngoài đường chéo 

không âm và tồn tại ma trận nghịch đảo có các phần 
tử không âm.

Ta có một ma trận A cấp n*n là p - ma trận khi 
và chỉ khi với mọi vectơ X 0, tồn tại chỉ sô k sao 
cho xkyk > 0, trong đó y = Ax. Tương tự, A là Po - 
ma trận khi và chỉ khi với mọi vectơ X, tồn tại chỉ số 
k sao cho xkyk > 0, xk * 0, trong đó y = Ax. Ngoài ra, 
ma trận A là M - ma trận khi và chỉ khi A E p n z. 
Do đó, mỗi M - ma trận là p - ma trận, nhưng khẳng 
định ngược lại nói chung không đúng.

Định nghĩa 3.4. Giả sử A là Z- ma trận. Nếu tồn 
tại vectơx > 0 sao cho Ax> 0 (Ax >0)thìAlàM- ma 
trận (Mq - ma trận).

Định nghĩa 3.5. Cho u là một tập con lồi của Rn. 
Một ánh xạ F: u —> Rn được gọi là:

(a)P - ánh xạ nếu max (Xị - yị)(Fị(x) - Fị(y) > 0 
với Vx,y e U,x^ y;

(b) p - ánhxạ chặt nếu tồn tại Ỵ > Osao cho
F -ỵlnlàP - ánh xạ;

(c) p - ánh xạ đều nếu tồn tại T> 0 sao cho
mm (Xị - yị)(Fị(x) - Fị(y) > r ||x - y112 
l<j<n

với Vx, y e U;
(d) Po- ánh xạ nếu Vx, )' e u, X y tồn tại một 

chỉ số sao choXi^Pi và (Xi-yj)*(F(Xị) - F(yị)) > 0.
Thực tế, nếu F là affine, nghĩa là F(x) = Ax + b, 

thì F là p - ánh xạ (Po - ánh xạ) khi và chỉ khi 
Jacobian VF(x) = A của nó là p - ma trận (Po - ma 
trận). Trong trường hợp phi tuyến tổng quát, nếu 
Jacobian VF(x) là p - ma trận thì F là một p - ánh 
xạ, nhưng nói chung khẳng định ngược lại không 
đúng. Đồng thời, F là Po - ánh xạ khi và chỉ khi 
Jacobian VF(x) của nó là Po - ma trận. Tiếp theo, 
nếu F là một p - ánh xạ chặt, thì Jacobian của nó là 
một p - ma trận. Hơn nữa, nếu ánh xạ đơn giá trị F: 
u —>R” là đơn điệu (đơn điệu chặt, đơn điệu mạnh) 
thì nó là một Po - ánh xạ (P - ánh xạ, p - ánh xạ 
đều), nhưng các khẳng định ngược lại nói chung là 
không đúng.
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Bổ đề 3.6 Nếu F: u —> Rn là Pq - ánh xạ thì 
Vs>0, F + sln là p - ánh xạ.

4. Kết quả tồn tại và tính duy nhất nghiệm
Trong mục này, chúng tôi xét bất đẳng thức biến 

phân hỗn hợp (1.1) đi kèm với các giả thiết GT1, 
GT2, GT3.

Mệnh đề 4.1:

(ì) Nếu F là p - ánh xạ thì (1.1) có ít nhất một 
nghiệm.

(ii) Nếu F là p - ánh xạ chặt thì (1.1) có nghiệm 
duy nhất.

Tuy nhiên, các giả định về F trong mệnh đề 4.1 
dường như quá hạn chế đối với các vấn đề cân bằng 
kinh tế. Nói chung p - ánh xạ không cần phải chặt. 
Bây giờ chúng tôi trình bày các kết quả tồn tại và 
tính duy nhất mới dưới các giả thiết yếu hơn về F. Ý 
tưởng cơ bản bao gồm việc thay thế tính chất chặt 
của F bằng tính lồi chặt (mạnh) của f. Chúng ta bắt 
đầu xem xét từ trường hợp đơn giản nhất, trong đó 
K là bị chặn và F chỉ thỏa mãn GT1.

Mệnh đề 4.2. Giả sử K là tập bị chặn. Khi đó 
(1.1) có nghiệm.

Hệ quả 4.3. Cho F là p - ánh xạ và K là tập bị 
chặn. Khi đó (1.1) có nghiệm duy nhất.

Kết quả về tính duy nhất sau đây cũng minh họa 
sự phụ thuộc giữa các thuộc tính của F và f nếu 
chúng ta so sánh nó với mệnh đề 4.1 (i).

Định lý 4.4. Cho F là Pq- ánh xạ và fi là lồi chặt 
với mọi i = 1, ..., n. Khi đó (1.1) có ít nhất một 
nghiệm.

Hệ quả 4.5. Ngoài các giả thiết của Định lý 4.4, 
giả sử rằng K là tập bị chặn. Khi đó (1.1) có nghiệm 
duy nhất.

Bây giờ chúng tôi trình bày một kết quả tồn tại 
và duy nhất trên các tập hợp không bị ràng buộc 
trong điều kiện Po.

Định lý 4.6. Cho F là Pq- ánh xạ và là hàm lồi 
mạnh với mỗi i = 1, ..., n. Khi đó (1.1) có nghiệm 
duy nhất.

Do đó, có thể thu được kết quả tồn tại và tính 
duy nhất nghiệm nếu chúng ta thay thế (chặt) các 
thuộc tính p của ánh xạ chi phí F bằng các thuộc 
tính lồi mạnh của tất cả các hàm fj. Tuy nhiên, nếu 
ngay cả một phần của F sở hữu các thuộc tính p 
(chặt) như vậy, chúng ta có thể thu được kết quả 

tương tự trong trường hợp các hàm fj sở hữu các 
thuộc tính mạnh.

Cho tập chỉ SỐL = {1,..., 1}, chúng ta viết xL = 
(xi)ieL và Ai(x) = VxLFl(x)- Do đó, An(x) = VF(x). 
Trước tiên, chúng tôi đưa ra kết quả về sự tồn tại và 
tính duy nhất cho các tập hợp không bị chặn.

Đinh lý 4.7. Cho F là một Pq - ánh xạ khả vi. Giả 
sử với moi X G K, VF(x) là z -ma trận và tồn tại £> 0 
sao cho A]Ặx) - elg là một p - ma trận với mỗi k cố 
định, và cũng giả sửfị, i = k + 1, ..., n là hàm lồi 
mạnh, đồng thời K bị chặn. Khi đó (1.1) có nghiệm 
duy nhất.

Định lý 4.8. Cho F là một Pq - ánh xạ khả vi. Giả 
sử rằng, với mọi X e K, VF(x) là z - ma trận z và 
AịẶx) là p - ma trận, với k cố định. Cũng giả sửfị, 
i = k + 1, ..., n là các hàm lồi mạnh và K bị chặn. Khi 
đó (1.1) có nghiệm duy nhất.

5. ứng dụng vào mô hình cân bằng Walrasian
Bây giờ, chúng ta xét các kết quả ở trên cho mô 

hình Walrasian. Để tiện theo dõi, chúng tôi viết lại 
mô hình. Tìm p* e K sao cho:

(F(p‘),p -p’) + 
n

+ ^[/i(Pi)-M^OVpGJ? (5.1)

i = l
Trong đó:

i=l

i=l, ...,n (5.2)

Tị’ và Tị” là giới hạn trên và dưới của giá hàng 
hóa thứi.

Chúng ta cũng nhớ lại rằng D - -F là ánh xạ cầu, 
Sj = cFj là ánh xạ cung của nhà sản xuất thứ i được 
giả sử là đơn điệu, do đó fị lồi, nhưng không nhất 
thiết phải khả vi. Ngoài ra, ta đặt V = R” và giả sử 
rằng F:V —>Rn là liên tục. Rõ ràng, fj, i = 1,..., n, 
cũng liên tục trên V. Do đó, bài toán của chúng ta 
khi đó thỏa mãn tất cả các giả thiết GT1, GT2 và 
GT3. Vì lý do này, chúng ta có thể thiết lập kết quả 
tồn tại đầu tiên trực tiếp từ Mệnh đề 4.2.

Mệnh đề 5.1. Nếu Tị” < + 00 với mỗi thì (5.1) có 
nghiệm.

Để áp dụng các kết quả khác từ phần 4 cho vấn 
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đề (5.1), chúng ta phải áp đặt các điều kiện bổ sung 
nhất định đối với F và fi phải phù hợp với hành vi 
kinh tế thường được chấp nhận.

Định nghĩa 5.2. Một ánh xạ Q:V—> R“ được 
gọi tà:

(a) thỏa mãn tính chất thay thê nếu 

õQj

(b) là đồng nhất dương bậc m, 
nếu Q(ax) = a n'Q(x) với Va >0.

Khả năng thay thế của cầu là một trong những 
điều kiện phổ biến nhất đối với cấu trúc thị trường. 
Có nghĩa là tất cả các hàng hoá trên thị trường đều 
có thể thay thế được theo nghĩa là nếu giá của hàng 
hoá thứ i tăng lên thì cầu của các hàng hoá khác 
không giảm. Tiếp theo, mức độ đồng nhất dương 
của cầu cũng là một điều kiện tiêu chuẩn. Vì lý do 
này, trong suốt phần này, chúng ta sẽ giả sử rằng 
ánh xạ cầu D liên tục khả vi, đồng nhất dương bậc 0 
và sở hữu thuộc tính thay thế. Từ khả năng thay thế 
của D, nó theo sau rằng:

õFị
(5.3)

Do đó, VF(p) là z - ma trận. Tiếp theo, vì Fj(p) 
là thuần nhát bậc 0, nó tuân theo định lý Euler:

ZỠFj(p) _ .... .X
-~—Pj = 0 , Ví = 1,n (5.4)

Áp dụng mệnh đề 3.4, chúng tôi kết luận rằng: 
VF(p) là Mq - ma trận, do đó F cũng là Po - ánh xạ, 
và vì vậy chúng tôi đã thu được các khẳng định sau.

Bổ đề 5.3.
(i) F là Pq- ánh xạ
(ii) VF(p) là MO - ma trận với mỗi p eV.
Lưu ý (5.3) ngụ ý rằng F không thể là p - ánh 

xạ p (chặt), do đó các kết quả của mệnh đề 4.1 
không áp dụng được trong trường hợp này. Đồng 
thời, chúng tôi không cho rằng ánh xạ cung là 
đồng nhất, mặc dù điều kiện này khá bình thường 
đối với hầu hết các mô hình cân bằng kinh tế đã 
biết. Nếu đúng như vậy, thì bằng cách sử dụng kỹ 
thuật tiêu chuẩn để ấn định giá của hàng hóa thứ 
n, tức là đặt , người ta có thể coi ánh xạ rút gọn 
(chuẩn hóa) F: R”'1 —> R”’1, được xác định bởi F(p) 
= F(pj,.„, pn_Ị, 1) , có Jacobian là M - ma trận nếu 

cột thứ n của F(p) chỉ chứa các phần tử âm. Do đó, 
trong trường hợp này, giá của hàng hóa thứ n, có 
thể là tùy ý trong mô hình ban đầu, tức là tiền là 
trung lập trong mô hình đó. Điều đó cũng có nghĩa 
là cả cung và cầu đều không phụ thuộc vào mức 
giá. Do đó, sự đồng nhất của cả cung và cầu ngụ ý 

các thuộc tính loại p bổ sung của ánh xạ chi phí. 
Chúng tôi dự định xây dựng mô hình của mình 
theo các giả định yếu hơn với sự trợ giúp của các 
kết quả của phần 4 và tiền không cần phải là trung 
lập trong mô hình của chúng tôi.

Mệnh đề 5.4.
(i) Cho K là tập bị chặn vàfị, i = 1, ..., n, là lồi 

chặt. Khi đó (5.1) có nghiệm duy nhất.
(ii) Cho fĩ, i - 1, ..., n, là lồi mạnh. Khi dó (5.1) có 

nghiệm duy nhất.
Theo bổ đề 5.3, các chứng minh của khẳng định 

(i) và (ii) bây giờ tương ứng tuân theo hệ quả 4.5 và 
định lý 4.6.

Chúng ta nhớ lại rằng, do bổ đề 1.3, tính lồi chặt 
(mạnh) của fi tương đương với tính đơn điệu chặt 
(mạnh) của ánh xạ cung thứ i Sj = ổfj. Mặc dù F 
không cần phải là một p - ánh xạ p (chặt), nó có thể 
có các tính chất như vậy. Trong trường hợp này, 
chúng ta có thể áp dụng định lý 4.7 và 4.8 cho bài 
toán của mình.

Mệnh đề 5.5. Giả sử tồn tại e> 0 sao cho với mọi 
p e K, An_j(p) - EỈ n_Ị là M ma trận vàfn lồi mạnh. 
Khi đó (5.1) có nghiệm duy nhất.

Chứng minh được suy ra từ định lý 4.7. Chúng ta 
có thể đặc biệt hóa kết quả ở trên cho trường hợp bị 
chặn.

Mệnh đề 5.6. Giả sử rằng K bị chặn, với mọi p e 
K, An_j(p) là M - ma trận vàfn lồi mạnh. Khi đó (5.1) 
có nghiệm duy nhất.

Chứng minh được suy ra từ định lý 4.8. Bây giờ 
chúng tôi đưa ra các bổ sung về các điều kiện đủ để 
(5.1) có nghiệm duy nhất.

Định lý 5.7. Giả sử K bị chặn và với mọi p e K, 
fn lồi mạnh và

dFj(p)F < 0, Vỉ n-1 (5.5)
ÕPi

Khi đó (5.1) có nghiệm duy nhất
Chứng minh:
Theo (5.3), (5.4) và (5.5) ta có:
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i = 1 (5.6)

Do đó, An. ị(p) là một M - ma trận.

Theo mệnh đề 4.6 thì (5.1)có nghiệm duy nhất.
Xét trường hợp các hàm/,-, i = 1, .... n, không lồi 

mạnh nhưng K bị chặn và (5.5) giữ nguyên. Khi đó, 
chúng ta có thể thay thế ánh xạ chi phí F trong (5.1) 
bằng F(E), có các thành phần được xác định bởi:

p£?= rF,.(p),neu/<n 7
^Fị(p) + spị, nếu i = n

Trong đó, £ > 0 đủ nhỏ.
Khi đó, theo định lý 5.7 và sử dụng các tính 

chât của M - ma trận, chúng ta thấy rằng VF<E> là M 
- ma trận, do đó theo mệnh đề (4.1) (i) có nghiệm 
duy nhât.

Cần lưu ý rằng tất cả các xem xét ở trên, đặc 
biệt, các mệnh đề 5.5 và 5.6 và định lý 5.7, vẫn có 
giá trị nếu chúng ta thay thế n bằng một chỉ số tùy ý 
từ {1,..., n}. Hơn nữa, chúng ta có thể thay thế một 
chỉ số bằng một tập con tùy ý của {1,..., n), do đó 
mở rộng kết quả ở trên.

Mệnh đề 5.8. Giả sử rằng K là bị chặn và tồn tại 
một chỉ số k sao cho với mọi p e K,

dFị(p) < 0 Vi = 1..... k (5.8)
ỠPj

Cũng giả sử rangfj, j = k + 1, n, là lồi mạnh. 
Khi đó (5.1) có nghiệm duy nhất.

Chứng minh tương tự như trong định lý 5.7, sử 
dụng định lý 4.8. Chúng tôi nêu kết quả tương tự 
trong trường hợp không bị chặn.

Định lý 5.9. Giả sử rằng tồn tại s> 0 và chỉ số 
k sao cho với mọi p e K, fj, j = k + 1,..., n là lồi 
mạnh và

ZdF; (p) ................... ......„
-~-Pj < -ơPi Vi = 1,....k (5.9) op, j=k+i 1

Khi đó (5.1) có nghiệm duy nhất.

Chứng minh.
Cô định Y e (0; 8), theo (5.3), (5.4) và (5.9) ta có: 

fc__ „ n
v-dFi(p) ____Y’ớri(p)_L~^~Pi-ypi> L-^Pj 

j=i n

= 0, Vỉ = (5.10)

Do đó, Ak(p) - ylk là M - ma trận.
Theo định lý 4.7 có điều phải chứng minh.
Lưu ý rằng kết quả của mệnh đề 5.8 và định lý 

5.9 vẫn đúng nếu chúng ta thay thế tập con {1,..., k} 
bởi một tập con tùy ý của {1,..., n}.

6. Kết luận
Trong bài báo này, chúng tôi đã xem xét loại 

bất đẳng biến phân hỗn hợp là loại trung gian 
giữa các loại bất đẳng thức biến phân với ánh xạ 
chi phí đơn giá trị và đa giá trị. Chúng tôi đã thiết 
lập các kết quả tồn tại và tính duy nhất mới của 
các bài toán bất đẳng thức biến phân hỗn hợp 
theo các giả định khá chung và trình bày mô hình 
cân bằng kinh tế cạnh tranh hoàn hảo đáp ứng 
các giả định này.

Chúng tôi cũng đã thu được các kết quả tồn tại 
và tính duy nhất mới cho bài toán cân bằng kinh 
tế này. Chúng tôi nhấn mạnh rằng tất cả các kết 
quả đều tương tự như kết quả cho các bài toán 
đơn giá trị, nhưng trên thực tế chúng đã thu được 
đối với các bài toán đa giá trị.

Các kết quả trên cũng cho phép chúng tôi 
phát triển các phương pháp giải hiệu quả cho các 
bài toán cân bằng kinh tế như vậy. Ví dụ, chúng 
ta có thể chuyển đổi bâ't đẵng thức biến phân hỗn 
hợp thành bài toán tìm điểm dừng của 1 hàm khả 
vi liên tục. Do đó, các phương pháp tôi ưu hóa 
thông thường có thể áp dụng cho các bài toán cân 
bằng kinh tế có chứa ánh xạ nhiều giá trị, hoặc 
các hàm không trơn. Ngoài ra, nếu ánh xạ chi 
phí không có thuộc tính loại p chặt có thể được 
áp dụng ■
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USING THE INTEGRAL VARIANCE INEQUALITY
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ABSTRACT:
This paper examines the use of integral variance inequality in economic equilibrium problems in 

order to establish new existence and uniqueness results of mixed integral variance inequality 
problems under common assumptions. This paper also presents a perfectly competitive equilibrium 
model that meets these assumptions. Based on the paper’s results, some solutions are proposed to 
effectively solve economic equilibrium problems.
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